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FONCTIONS EXTRl?MALES POUR UNE INfiGALITG 
DE SOBOLEV OPTIMALE DANS LA CLASSE 
CONFORME DE LA SPH&E 
Par E. HEBEY 
ABSTRACT. - Given a smooth compact Riemannian n-dimensional manifold, consider the Sobolev inequality 
Let A0 be the best constant A in such an inequality. The value of A0 is known and it is known that the inequality 
is still valid with A0 in place of A. Fix A = Ao, and let Bn be the best constant I3 for the resulting inequality. One 
gets some optimal inequality (I) by taking A = A0 and I3 = Bn in the above inequality. We discuss in this article 
the value of Bo and the existence of extremum functions for (I). Such a study was already known in the special case 
of the unit n-dimensional sphere S”, when endowed with its standard metric h induced from the Euclidean metric. 
We still consider in this article the case of S” , but now endowed with a conformal metric CJ to h. As one will see, 
special phenomena occur when n = 3, while a complete explicit answer can be given for n 2 4. 0 Elsevier, Paris 
Soient (M, g) une variete Riemannienne compacte de dimension 71 > 3 et 
K, = 
4 
n(n - 2&Z’” ’ 
ou w, designe le volume de la sphere unite standard (S”, h) de RnS1. On sait depuis les 
travaux d’Aubin [l] que pour tout reel E > 0 il existe une constante reelle cy, > 0 telle 
que pour toute fonction u dans l’espace de Sobolev 17; (M), 
On sait de plus que K, est la meilleure constante possible pour cette inegalite au sens 
06 elle ne peut &r-e remplacee par une constante plus petite. Toujours dans [l], Aubin 
conjecturait que K, est atteinte, a savoir grossierement qu’il est en fait possible de poser 
6 = 0 dans (IE). Cette conjecture fut demontree par Hebey et Vaugon dans [8] (voir aussi 
[9]). Etant donnte (M, g) une variCt6 Riemannienne compacte de dimension n 2 3 il 
existe ainsi toujours un reel o > 0 tel que pour toute fonction u E I$: (M), 
(IO) 11L12n/(n-2)~w(g))(n-2)‘n 5 K, / ]Vu12dv(g) + CY 1 U2dw(g). 
M M 
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On note so(g) le plus petit des rkels Q pour lesquels (lo) est vraie. Clairement, aO(g) est 
encore un rCe1 (Y au sens oh pour toute fonction u E H,2 (M), 
(I&t, (.I M le12”/(71-2)dZ’(g))(ri-2)‘,i 5 K, J’ IVu12dv(g) + aO(g) J’ &h(g). M M 
L’inCgalitG (I&,,) est alors (totalement) optimale dans la mesure oti les deux constantes 
K, et so(g) ne peuvent he remplackes par des constantes plus petites. En prenant ‘(I = 1 
dans (I&) on remarque que &o(g) 1 VOZ~~‘” oh Vol, dksigne le volume de (M, g). Par 
ailleurs, voir [6] pour les d&ails, on obtient saris trop de difficult6 que pour n 2 4, 
Qo(S) 2 n-2 K,(mpSg), 4(n - 1) 
oti S, dCsigne la courbure scalaire de g. Plus prhidment, &ant don& z un point de M, 
S > 0 petit fix& et E > 0 petit variable, considkrons les fonctions ue,z dkfinies par 
t+(y) = (E + d,(~,y)~)~-~” - (E + ~7~)~~~‘~ si d,(z, y) < S, 
Q,,(Y) = 0 si &(x,Y) 2 6 
oh dg dCsigne la distance associke h g. Alors pour tout reel A, 
JM lV%,z12~~(g) + A SM 4,&(g) 
(J 




n(n - 4) ( 
4(n - ‘)A - S,(x)) + o(c)) 
(n - 2) 
si n > 4 
< X;‘(l+ :(5’,(r)-GA)&~g~+o(rlogc)) si n=4. 
Par suite, et puisque (I&) entrahe que pour tout u E H,2 (M) \{O) 
SM lVu12Wg) f y JM u2Ml) > J- 
( 
JM 111/2”,(“-2dv(g))(n-2)‘n - Kn 
on doit avoir 
a:o(g> > n- 2 
Kl - 4(n - 1) 
S&c>. 
Comme x est quelconque, on en dkduit la relation (1). 
On dira maintenant que ~0 E HF (M), zho $ 0, est une fonction extrkmale pour (I&,) si 
<s M 1uolZnl(“-2)~w(g))(7L-2)‘~ = K, / IVuo12ch(g) + so(g) .I, u&h(g). M 
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I1 est alors nature1 de se demander s’il existe des fonctions extremales pour (I&,). Le cas 
de (Sn, h) fut resolu par Aubin (voir [l], mais aussi Baluy-Ledoux [3] et Beckner [4]). Ici, 




et pour tout reel X > 1 et tout z E S”, les fonctions 
ux(y) = (A - cosd&T, y)y2 
sont extremales pour (I&,,) ou dh designe la distance de (F’, h). 
On s’interesse dans cette note au cas de S” munie d’une metrique g conforme a h, a 
savoir d’une metrique qui s’ecrit sous la forme g = e”h oti u E Coo(Sn). 11 s’agira pour 
nous, d’une part de savoir si l’on peut determiner de faGon precise la valeur de aa et 
d’autre part de savoir si (I&J possede des fonctions extremales. Sans perdre en g&r&alit6 
on pow-a supposer que g E [[h]] , ou [[h]] designe l’ensemble des metriques g conformes 
a h qui satisfont Vole = V&, a savoir pour lesquelles VoE, = w,. Etant don& (M, g) 
une variete Riemannienne compacte de dimension n, et X un reel strictement positif, on 
verifie en effet facilement que oa(Xg) = X-loo(g), et que si u. est une fonction extremale 
pour (1&J alors X- (n-2)/4~a est une fonction extremale pour (1$‘g,,. D’oti une invariance 
par changement homothetique de metriques, et la possibilite done de se restreindre a [[h]] . 
Le premier des resultats que l’on demontre est le suivant. 11 regle entibrement la question 
lorsque n 2 4. 
THBORI~ME 1. - Soit (P, h) la sphere unite’ standard de Rn+‘, n 2 4, et soit g E [[h]] . 
Alors 
so(g) = 4(n - 1) n - 2 K,(y$J 
avec existence de fonctions extremales pour (I&) si et seulement si la courbure scalaire 
S, de g est constante, i.e si et seulement si g et h sont isometriques. Dans ce cas, et si 
#J est une isometric de (5’“) h) sur (P, g), ug est une fonction extremale pour (I$) si et 
seulement si ug 0 4 est une fonction extremale pour (I,“,,). 
Demonstration. - On note I9 (u) la fonctionnelle definie pour u E HF ( Sn)\{ 0) par 
Iljest bien connu, voir par exemple [7], que infJ,(u) est un invariant conforme. Par suite, 
infUIg(u) = inf,Ih(u) = f. 
R 
On suppose pour commencer que 
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Par definition de a,,(g), pour cy < aa il existe IL E H:(F)\(O) telle que 
j& IW2Wd + 2 J& U2WL7) < L 
(J’ 
s’” ,a,271/(“‘)rIzi(g))(lL-2)‘~ Kn. 
Par suite, (2) entraine que 
inf&(u) < f. 
n 
On obtient ainsi une contradiction et d’apres (l), 
Qo(S) = n - 2 Kn(InlXSg). 4(n - 1) 
Supposons maintenant que (I&,) posdde une fonction extremale 2~~. Par definition 
Jsn Ivtio12d21(g) + &(maxsn Sg> JsTL 4Wg) 1 
(Jsn ,uo,2~l(“-‘)dv(g))(n-2)‘” = K, 
et u. realise le minimum de la fonctionnelle 
J(u) = ssn Iv42%?) + fi (maxs?L SC?> .I& U2Wd 
(J 
s”- ,U,““I(“-2J&l(g)) (n-2)‘n 
Sans perdre en generalite, on pourra supposer que u. 2 0 p.p et que 
I 
u~“‘(“-24iw(g) = 1. 
* S” 
Par techniques variationnelles classiques (voir par exemple [7]) il s’ensuit que ZLO est une 
solution faible de I’equation 
&uo + 
n-2 1 (n+2)/(+2) (maxS,)uo = -u. 
4(n - 1) S” KL 
tandis que par principe du maximum et theoremes de regularite on obtient que u. est C” 
et partout strictement positive. Ainsi on a : 
db lors que S, n’est pas constante. D’ou la contradiction en Ccrivant que 
1 
- = inf&(u) 5 I&o) < J(u0) = +. 
K7l n 
Par suite, (I&) ne possbde pas de fonction extremale si S, n’est pas constante. A 
l’inverse, si S, est constante, alors d’apres un resultat de Obata [lo] les metriques g et h 
sont isometriques. 11 est alors clair que (I&) possbde des fonctions extremales et que si 4 
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est une isomktrie de (S”, h) sur (,!P, g), ces fonctions sont toutes de la forme wo o 4-l oti 
u. parcourt l’ensemble des fonctions extrkmales de (I,“,,). D’oti le resultat. 
Le ThCor8me 1 maintenant dkmontrt, il est nature1 de se demander ce qu’il advient du 
rksultat lorsque n = 3. LA, il semble peu probable de pouvoir obtenir une rkponse cornpEte 
aux questions posCes du type de celle obtenue pour n > 4. On se bornera pour notre 
part B montrer qu’il est maintenant faux que pour tout g E [[h]], ao(g) = iKs(%tx S,), 
oti h dksigne la mktrique standard de S3. C’est entre autre l’objet du rksultat qui suit. 
On remarquera que des arguments dCveloppCs dans la preuve du thCor&me 1, on tire 
facilement que 
pour tout g E [[h]] . 
THI?OR~ME 2. - Soit (S3, h) la sph6re unite’ standard de R*. I1 existe des g E [[h]] 
pour lesquelles cyo(g) < :IC 3 msa;x Sg). Par aiEEeurs, si ao(g) = iIT3 (mstx S,), alors ( 
(I&) posstde des fonctions extr&nales si et seulement si la courbure scalaire S, de g 
est constante, i.e si et seulement si g et h sont isome’triques. Duns ce cas, et si C$ est une 
isome’trie de ( S3, h) sur ( S3, g), ug est une jionction extrkmale pour (I&,) si et seulement 
si ug 0 C$ est une fonction extre’male pour (I&,,). 
La preuve de la premibe partie du ThCorkme 2 est basCe sur un rksultat obtenu par 
Brezis et Nirenberg dans [5]. Celui-ci stipule que pour tout domaine born6 R de R3, et 
toute fonction u E D(n), 
Oil 
(L3 ,@‘dz)1’3 I K3 .I,, IVu12dx - W> s,3 u2dx 
et JR1 dksigne le volume euclidien de R. Notons B la boule unit6 de R3. On obtient 
facilement le Lemme qui suit B partir du ksultat juste cit6 de Brezis et Nirenberg. On 
notera ici que son analogue pour n > 4 ne peut avoir lieu. 
LEMME 1. - ZZ existe unefonction 191 E C”(R3), qui ve’r$e 0,(O) = -X(B) et e,(x) = 0 
si 1x1 2 2, pour Zaquelle pour tout u E 2?(R3), 
(La l@dx)1’3 < K3 s,.. (Vu12dx + s,3 b2dx, 
02 V(R3) dksigne l’espace des fonctions de C”(R3) qui sont ci support compact duns R3. 
Dkmonstration. - Soit r] E Cm(R3), 0 5 Q 5 1, telle que q(x) = 1 si 1x1 I l/2, et 
q(x) = 0 si 1x1 > 3/4. On pose 
v2 
711 = + +(1 -r1)2 
(1 - VI2 
' ,Q2 = 112 +(1 -r1)2' 
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Alors pour tout u E D(R3), 
= ll~211L~ 
= II(fi~)2 + vz4211L3 
I: I16/T14211L3 + llhh-2u)211L~ 
I llm4l~~ + IIIhdIL~. 
D’apres le resultat de Brezis-Nirenberg mentionne plus haut, on peut C&e que : 
lldi3ll~~ I K3 / lV(fi412dx - A(B) / rlddx 
R” R3 
tandis que par intgalite de Sobolev standard, on a : 




Ainsi, on obtient : 
(L3 lwq 1’3 
5 K3 
J 
lWZ412dx + K3 
J 
(V(&i412dx - X(B) w2dx 
R3 R3 J 
= K3 
J 
R3 w JVu12dx + K3 
J R3 




R3 mlVu12dx + K3 J R3 iWd2~2d~ + 2 R3 fiu(VJrl2, Vu)dx J 
- W3 J R3 w2dx 
= K3 J JVu12dz + R3 SC R” K3(lvfii2 + lvfil”) - X(B)+‘dx 
en remarquant que 2fiVfi = Vqi, et puisque q1 + v2 = 1. Reste a poser 
01 = K3(lV4K12 + l%/G12) - A(B)rll 
pour obtenir le resultat. 
A partir du Lemme 1, on obtient saris plus de difficult& le resultat qui suit. LB encore, 
on notera que ce resultat ne reqoit pas de gk%alisation aux cas n > 4. 
LEMME 2. - Soit (S3, h) la sphbre unite’ standard de R4, et soit x0 un point de S3. I1 
existe 82 E Ga(S3), strictement nkgative au point x0, pour laquelle 
(L3 lu,6&(h)) 1’3 5 K3 s,3 IVu12dv(h) + %(h) s,3 u2dv(h) + l3 B2u2dv(h) 
pour tout u E C*(S3). 
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Dkmonstration. - Notons P : S3\{-z~} + R3 la projection stereographique de p&e 
--x0. Alors on a 
y)*w = (1+;11/2)26’ 
oti S designe la metrique euclidienne de R3. On note g = (P-l)*h et cp la fonction 
dx) = ((1 +;x,y > 
l/4 
de sorte que g = (~~6. Par invariance conforme de I’operateur laplacien conforme 
1 
u -+ A,u + 8Sgu, 
(voir par exemple [7]), on a que pour tout ‘u. E D(R3), 
1 IW2Wd + ; / S,u2wl) 
R3 R3 
IZ 
I . R3 
u(A,u + is&v(g) 
= 
.I 
w5 (A&w)) cp”dz 
R” 
ou A, designe le laplacien associe a g, et As designe le laplacien euclidien (les deux avec 
la convention de signe moins). Par ailleurs, il est clair que 
L, WWd = s,.. lW16d~. 
11 suit du Lemme 1 que pour tout u E D(R3), 
F K3 
s 
lWd2dx + s R3 m42d~ 
= K3 7 ]Vz112dw(g) + $ / Sgu2dv(g) + R3(&v-4)u2dQ) 
= K3 i‘ ]Vu12dv(g) + uo(b;j 
s 
u2dv(g) + (&q4)U2dv(g) 
. R3 R3 .I R3 
puisque g et h &ant isometriques, S, = 6. Posons 
6 = (s,(p-4) 0 P; 
JOURNAL DE MATHfiMATIQUES PURES ET APPLlQU6ES 
728 E. HEBEY 
a priori, 0 est d&he sur S”\{ --x0}, et on remarque facilement que 
8(x0) = -X(B)(p(O)-” < 0. 
Par ailleurs, et dans le mesure oti g et h sont isomktriques, on obtient ti partir de ce qui 
a CtC dit que pour tout u E D(S3\{-x:0}), 
Or & = 0 en l’infini de R3, et done 0 = 0 au voisinage de -x0. On prolonge 6’ par 
0 en -x0, et soit T > 0 tel que 6’ = 0 sur B-,,(r), oh B-,,(r) dksigne la boule de 
centre -x0 et rayon T dans S3. Soit de plus 7 E C”(S3), 0 < 71 < 1, telle que ~(2) = 1 
si &(--x0, z) 5 r/2, et q(z) = 0 si &(--x0,x) 2 3r/4. Comme dans la preuve du 
Lemme 1, on pose 
v2 
rll = r/2 + (1 - 77)2 
(1 - r1J2 
! 62 = r12 +(1 -r1)2' 
Etant donnCe u E Coo(S3), on peut hire que 
Par ailleurs, en vertu de ce qui a CtC dit prCcCdemment, on peut hire que 
En prockdant comme dans la preuve du Lemme 1, il s’ensuit que pour tout u E C”(S”), 
(l, lul’Qw(h)) 1’3 < K3 .ls lV~[~dv(h) + so(h) / u2dv(h) + J,3 ‘92u2d@4 
s3 
Oil 
02 = K3(h7fi12 + lV,hE~") + 072. 
Comme on s’en convaincra facilement, cela prouve le Lemme. 
Les Lemmes 1 et 2 maintenant dCmontr&, nous aurons besoin pour finir du rksultat 
suivant. 
LEMME 3. - Soit (S3, h) la sphbre unite’ standard de R4, et soit A E C’” (S3) une fonction 
quelconque de classe C” SW S3. Etant don&s x0 un point de S3, et v > 0 un Gel, il existe 
u E C”(S3), u > 0 sur S3, et il existe X > 0 re’el, tels que 
&‘u + Au = --Au5 en tout point de S3\B,,(q), 
&-3 u6dw(h) = ~3, 
oti B,, (Q) dksigne la boule de centre x0 et rayon 77 dam S3. 
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D&zonstruti_on. - Soit A E C”(S3) telle que d = A en tout point de S3\B,, (q/2), et 
telle que Js3 Ah(h) < 0. Etant donne 4 ~]2,6[ reel, on note Hq la fonctionnelle definie 
WC Hl”(S3)\{O} par 
et on note 
7iq = {u E H,2(S3) / l3 (ulqdv(h) = l}. 
Si 
alors clairement X, < 0 puisque H,(l) < 0. On verifie par ailleurs facilement que X, 
est fini, et que les X, sont born&. Par techniques variationnelles classiques, et inclusion 
compacte de Hf dans Lq, on obtient facilement qu’il existe uq E Cm(S3), uq > 0 sur 
S”, telle que 
{ 
A u + Au, = X,u;-’ 
.r,: &w(h) = 1. 
> 
On remarque maintenant que les uq sont bomees dans H,2(S3). A extraction p&s d’une 
sous suite, on pourra ainsi supposer l’existence d’une fonction u E Hf(S3) telle que 
(i) (u,) converge faiblement vers u dans Hf (S3), 
(ii) (u,) converge fortement vers u dans L2(S3), 
(iii) (u,) converge presque partout vers u, 
(iv) (~i-l) converge faiblement vers u5 dans L6j5( S3). 
De meme, on peut saris perdre en generalite supposer que Frn6 X, = X, oti X < 0 est reel. 
De tout cela, on en deduit que u est une solution faible de7’Bquation 
Ahu + Au = hi5 
Du principe du maximum on tire alors que soit u 3 0, soit u > 0, et par theorie classique 
de regularite, on obtient que u E Cw(S3). Reste pour finir a verifier que u $ 0. Comme 
on s’en convaincra facilement, et par construction de A, c’est la seule chose qu’il nous 
reste a demontrer pour achever la preuve du lemme. On Cm-it ici que 
l= 
<s 
s3 u;dw(h)) 2’q 
L cs “3,~P/Y-1/6) 53 
< ,2(1/Y-1/6)K3 2(1/q-l/6) 
- 3 
s 
ItJu,12w4 + aov+JJ, 













< W2(1/Y-1/6)K3Aq + c 
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oh la constante C, > 0 est don&e par 
(7, = w;(l/q--1/6)K3 msa;x IAl + o!o(h)W;(l~q-l’? 
De ce qui a Ctt5 dit pr&Cdemment, et par passage B la limite en q + 6, on tire de 1’inCgalitC 





oti C = lilic C, est donnde par : 
C = K3 m.~. IAl + a&). 
Par conskquent, puisque X < 0, Js3 u2dw(h) # 0, et done u y.! 0. Cornme dbjzI dit, cela 
prouve le Lemme. 
Le Lemme 3 maintenant dCmontrt5, on obtient facilement h partir des Lemmes 1, 2 et 3, 
la preuve du Thkor&me 2. 
Dkmonstration du Thkor2me 2. - Soit g E. [[II]], g = (p4h, et soit cy un rkel. Etant 
don&e ‘u E C” (S3), on hit 




u(A,u + &u)dv(g) + 
s 
(a - 8 9 53 )u2dw(g), 
$9 s3 
oh A, dksigne le laplacien associb ?I g (avec la convention de signe moins). L’invariance 
conforrne de l’opkateur laplacien conforme 
now permet alors d’krire que 
+ s,., (a - &%)~4b~)2dw(h)~ 
tandis que clairement : 
J,, 146d@d = s,, Iw16WQ 
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De la, il suit que 
inf Js3 IVu12d4d + o! ss3 U2Wd 
u 
(s,. IM6wd) 1’3 
= inf J&p w2w4 + a ss3 u2dw(h) + Js3 (a - $g)V4U2dqq 
u 
(s,. l+w) 1’3 
et on tire du Lemme 2 que 
inf Js3 lVu12d4d + a .fsa u2dh) > J- 
‘11 
( Js3 bl”Wd) 1’3 - K3 
si 
Posons 
Comme on s’en convaincra facilement, on aura d6montr6 la prerni&re partie du Thkoreme 
2 si l’on obtient l’existence de g = (p4 h dans [[h]] pour laquelle 
ou Q est comme dans (3). Pour cela, soient z. E S3 et n > 0 reel tels que 8s < 0 sur 
B,, (a~), oti B,, (277) designe la boule de centre z. et rayon 277 dans (S3, h). On pose 
et soit cp E C”(S3), cp > 0, la fonction donnke par le Lemme 3, solution de 
t 
Ah(p + Ap = -Xq5 en tout point de S3\B,, (q), 
Js3 ‘p6d4h) = ~3, 
ou X est un reel strictement positif. Si g = (p4h, alors 
*2(x> + bg(x) = 02 (4 
K~(P~(x) 8 K~(P~(x) 
= (AM + AP) (4 
P”(X) ’ 
de sorte que d’apres le Lemme 3, 
(5) 
e2w + J,(x) = -A < t mstxSg, 
K3v4(x) 8 
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en tout point IC de S3\B,,(n). Par ailleurs, soit E > 0 tel que 192 5 --t et #(XC) < l/c 
sur B,,(q). Alors en tout point z de B,,(v), 
(6) 
82 (4 + IS,(x) 5 j!jSg(x) - &e2 < i rnsFSg. 
K3v4(x) 8 
De (5) et (6) on deduit que (4) est verifiee par g. Comme deja dit, cela prouve la premiere 
partie du Theo&me 2. 
Pour ce qui est de la seconde partie, soit g E [[h]] telle que oo(g) = :Ks (7~ S,) . 
Que (I&) posdde des fonctions extremales si et seulement si la courbure scalaire S, de g 
est constante se demontre comme dans la preuve du ThCoreme 1. A partir de la, si S, est 
constante, on en deduit que g et h sont isometriques, et il est alors clair que si 4 est une 
isometric de ( S3, h) sur (S3, g), les fonctions extremales de (I&) sont toutes de la forme 
vo 0 f#-’ ou v. parcourt l’ensemble des fonctions extremales de (I,“,,). D’ou le Theo&me. 
Pour finir, on pourra remarquer que pour tout g E [[h]] , h la metrique standard de S3, 
avec CgalitC si et seulement si S, est constante, done si et seulement si g et h sont 
isometriques. Pour le voir, on utilise l’invariance conforme du laplacien conforme 
Si g = (p4h, on obtient 
tout u E P(S3), 
1 
u --f A,u + $$p 
en procedant comme dans la preuve du Theo&me 2 que pour 
= 
J& IV(ucp)12dv(h) + ; Jsz (w)2d@4 + & (&o(s) - $,)cp4(~d2Wh) 
(.,, 1416~z!(q 1’3 




1/3 53 (j+o(s) - ;%)v4w). 
w3 .I 3 
11 s’ensuit que necessairement 
mgx(j+0(“) - $Sg) L 0, 
avec, dans le cas d’egalite a 0, le fait que S, doit Ctre constante. D’Ou l’asserkn faite 
un peu plus haut. 
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